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Nous déterminons, pour une famille de courbes lisses de genre 3, la structure du
groupe engendré par les points de Weierstrass dans la jacobienne. Cela fournit un
exemple où ce groupe est infini. Plus précisément, nous exhibons une famille où ce
groupe est isomorphe à Z9×(Z/4Z)2 et en déduisons l’existence d’une famille où ce
groupe est Z r avec 11 [ r [ 23. Puis, nous déterminons un encadrement du rang et
de la partie de torsion pour une quartique générique en fonction de son nombre de
points d’hyper-inflexion.
We describe the group generated by the Weierstrass points in the Jacobian, for a
family of smooth curves of genus 3. This gives an example where this group is not
finite. More precisely, we construct a family with a group isomorphic to
Z9×(Z/4Z)2. Thus we can conclude that there exists a family whose group is
Z r with 11 [ r [ 23. Then we determine bounds for the rank and the finite part
in the case of a generic quartic depending on the number of hyperflexes. © 2002
Elsevier Science (USA)
Key Words: algebraic curves; Jacobian; Weierstrass points; quartics; elliptic
curves.
1. INTRODUCTION
Soit C une courbe lisse projective de genre g \ 2. Une telle courbe
possède un ensemble de points canoniques: ses points de Weierstrass.
Choisissons un de ces points; cela définit un plongement de C dans sa
jacobienne J. De plus, la structure du groupe W=WC engendré par les
points de Weierstrass dans la jacobienne ne dépend pas du point de
Weierstrass choisi; ce groupe est donc un invariant géométrique de la
courbe digne d’intérêt. Nous allons analyser la structure du groupeW pour
la famille de courbes donnée par l’équation affine
y4=x(x−1)(x−t) où t ¨ {0, 1}.
Nous verrons que lorsque t ¨ {−1, 2, 1/2, (1±i`3 )/2}, cette courbe
admet seize automorphismes. Lorsque t ¥ {(1±i`3 )/2}, c’est la courbe
de Picard, et elle admet 48 automorphismes. Lorsque t ¥ {−1, 2, 1/2}, c’est
la courbe de Fermat, et elle admet 96 automorphismes.
Pour ces deux courbes particulières, le groupe W engendré par les points
de Weierstrass dans la jacobienne est décrit dans la littérature; en effet,
pour la courbe de Picard, on sait que W=(Z/4Z)2×(Z/3Z)5 [6] et pour
la courbe de Fermat, on sait que W=(Z/4Z)5×(Z/2Z) [11]. Nous
donnons une démonstration de ce résultat en appendice. Remarquons que
les arguments de spécialisation décrits au paragraphe 2 permettent de
montrer relativement facilement que le groupe associé à la courbe
générique noté Wg est de la forme Z r×(Z/4Z)2, avec r \ 5 (en effet, la
partie de torsion de W s’injecte dans (Z/4Z)5×Z/2Z et dans (Z/4Z)2×
(Z/3Z)5, et contient de manière immédiate (Z/4Z)2).
Nous allons en fait déterminer le rang et plus précisément, montrer que
Théorème 1.1. Soit Ct la courbe projective lisse birationnelle à la courbe
affine y4=x(x−1)(x−t) où t ¨ {0, 1}. Pour tout corps de nombres K, il
existe un ensemble fini SK tel que si t ¥K0SK alors WCt 5 Z
9×(Z/4Z)2. Par
exemple, t=76834/39593 n’appartient pas à SK.
En utilisant des arguments de spécialisation et le résultat donnant la
structure du groupe engendré par les points de Weierstrass d’une courbe
lisse d’équation affine y3=x(x−1)(x2−2bx+b) [2] nous en tirerons:
Corollaire 1.2. Soit une famille C de courbes lisses joignant une courbe
C0 de la famille y3=x(x−1)(x2−2bx+b) pour laquelle WC0=Z
4×
(Z/3Z)5 à une courbe C1 de la forme y4=x(x−1)(x−t) pour laquelleWC1=
Z9×(Z/4Z)2. Soit WCg le groupe engendré par les points de Weierstrass
de la fibre générique, on a alorsWCg 5 Z
r avec 11 [ r [ 23.
De manière plus générale, nous pouvons en déduire une estimation deWg
en fonction du nombre de points d’hyper-inflexion.
Si M°3 est l’espace de modules de courbes de genre 3 non-hyper-
elliptiques, notons Zs={[C] ¥M°3, C possède au moins s points d’hyper-
inflexion} et Z°s={[C] ¥M°3, C possède exactement s points d’hyper-
inflexion}. Vermeulen [13] donne une description explicite des composantes
irréductibles de chacun des Zs. En particulier, Z1 et Z2 sont irréductibles,
Z°3 possède deux composantes irréductibles et Z4 en possède cinq. Nous
obtenons les trois théorèmes suivants
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Théorème 8.5.
— Pour une quartique lisse générique (sans point d’hyper-inflexion),
Wg=Z r avec 11 [ r [ 23.
— Pour une quartique lisse générique avec un point d’hyper-inflexion
(i.e., un point générique de Z1),Wg=Z r avec 11 [ r [ 21.
— Pour une quartique lisse générique avec 2 points d’hyper-inflexion
(i.e., un point générique de Z2), Wg=(Z/4Z)×W1 où 9 [ rangW1 [ 19 et
W1 est un quotient de Z19, dont le sous-groupe de torsion est contenu dans
(Z/4Z).
Théorème 8.6. Pour chacune des deux composantes irréductibles de Z°3,
le groupe engendré par les points de Weierstrass d’une quartique lisse géné-
rique est de la formeWg=(Z/4Z)2×W2 oùW2 est un quotient de Z17, dont le
sous-groupe de torsion est contenu dans (Z/4Z)3.
Théorème 8.7. Pour les cinq composantes de Z4, nous avons les résultats
suivants
— Le groupe Wg engendré par les points de Weierstrass d’une quartique
lisse générique possédant 4 points d’hyper-inflexion alignés est Z r×(Z/4Z)2
avec 9 [ r [ 15.
— Pour une quartique lisse générique avec 4 points d’hyper-inflexion
tels qu’il y ait une conique tangente à la courbe en ces 4 points, Wg est de la
forme Z r×Wtors avec (Z/4Z)2×Z/2Z …Wtors … (Z/4Z)5 et r [ 15.
— Pour les trois autres composantes, le groupe engendré par les points
de Weierstrass d’une quartique lisse générique avec 4 points d’hyper-inflexion
est de la formeWg=(Z/4Z)3×W4 oùW4 est un quotient de Z15, dont le sous-
groupe de torsion est contenu dans (Z/4Z)2.
En utilisant la stratification de Vermeulen, nous pouvons poursuivre
cette étude, ce qui fera l’objet d’un article ultérieur.
Afin de démontrer le théorème 1.1, nous allons exhiber 11 points de
Weierstrass P1, ..., P11 avec P10 et P11 d’ordre 4, tels que si l’on note
Y l’application (m1, ..., m11) ¥ Z9×(Z/4Z)2W m1P1+...+m11P11 ¥W, on
obtient, en notantWg le groupe engendré par les points de Weierstrass de la
courbe générique, et Ws celui engendré par ceux de la courbe spéciale, des
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Puis, nous allons montrer que:
(i) m est surjective (argument de spécialisation (proposition 2.3)).
(ii) Ys et Yg sont surjectives (proposition 5.2).
(iii) Ys est un isomorphisme pour un s particulier (proposition 7.1).
Cela nous permettra de conclure que Yg est un isomorphisme, qui ne
dépend pas de la spécialisation. Puis, comme m est un isomorphisme pour
presque toute spécialisation en s (cela découle du théorème 8.1), cela nous
permettra de conclure.
Remarque. Toute courbe de la forme y4=P(x), avec P un polynoˆme
de degré 3 ou 4 et de discriminant non-nul est birationnelle à une courbe de
la forme y4=x(x−1)(x−t). Géométriquement, cela correspond aux
courbes de genre 3 qui sont revêtement cyclique de degré 4 de la droite
projective, avec 4 points totalement ramifiés.
2. POINTS DE WEIERSTRASS
Nous rappelons la définition et quelques propriétés bien connues des
points de Weierstrass (voir, par exemple, [1, 4, 10]). Notons a(D)−1 la
dimension du système linéaire associé à un diviseur D de C.
Définition. On définit G(P)={n ¥N0{0} | a(nP)=a((n−1) P)}.
Définition. On dit que P est un point de Weierstrass si et seulement si
G(P) ] {1, ..., g}.
Le théorème de Riemann–Roch permet de démontrer facilement que:
Proposition 2.1. Les propriétés suivantes sont équivalentes:
— P est un point de Weierstrass.
— Il existe une forme différentielle qui s’annule à l’ordre au moins g en P.
— a(gP) \ 2.





Proposition 2.2. On a:
— w(P) \ 0 pour tout P.
— w(P) \ 1 si et seulement si P est un point de Weierstrass.
— ; w(P)=(g−1) g(g+1).
Remarque. En général, pour un point de Weierstrass, w(P)=1.
Pour une courbe hyperelliptique, les points de Weierstrass sont les points
de ramification. Pour une quartique lisse, les points de Weierstrass sont ses
points d’inflexion, c’est-à-dire les points où la multiplicité d’intersection de
la courbe avec leur tangente excède 3. Nous appellerons points d’hyper-
inflexion les points de Weierstrass ayant 4 comme multiplicité d’intersection
avec leur tangente; ces points sont de poids 2.
Pour une quartique lisse possédant s points d’hyper-inflexion et r points
de Weierstrass ordinaires, on a r+2s=24.
Pour un diviseur D, on note [D] sa classe dans Pic0(C). Choisissons un
point de Weierstrass, qui sera noté .. On note J la jacobienne que l’on




que l’on étend par linéarité aux diviseurs Div(C).
Nous nous intéressons alors à la structure du groupe W engendré par les
images par j des points de Weierstrass dans la jacobienne de C. Cette
structure est indépendante du point de Weierstrass choisi comme base du
plongement.
Des résultats classiques ([8] dans le cas algébrique, [5] dans le cas
analytique) indiquent que si XQ S est une famille de courbes, le diviseur
des points de Weierstrass ; w(P) P de chaque fibre forme un diviseur de
Cartier sur X; par ailleurs, la spécialisation est injective sur les points de
torsion (voir, par exemple [4, 9]).
Nous en déduisons la proposition suivante que nous utiliserons par la
suite:
Proposition 2.3. Soit XQ S une famille de courbes lisses de genre g.
(a) Le groupe engendré par les points de Weierstrass d’une fibre
spéciale Xs est un quotient de celui engendré par les points de Weierstrass de
la fibre générique Xg.
(b) De plus, le passage au quotient est injectif sur la partie de torsion.
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3. DÉTERMINATION DES POINTS DE WEIERSTRASS
Considérons, pour t ¨ {0, 1}, la courbe lisse Ct d’équation affine
y4=x(x−1)(x−t).
Notons f(x) le terme de droite. La courbe projective Y4=Z4f(YZ) admet
un unique point à l’infini, noté P. de coordonnées (1 : 0 : 0), qui est lisse, et
que l’on prend comme base du plongement dans la jacobienne.
Les points d’inflexion de cette courbe sont définis par l’annulation du
hessien H, que nous allons calculer. L’équation de la courbe en coordon-
nées homogènes étant Y4=X(X−Z)(X−tZ) Z, il vient H(X, Y, Z)=
−36G(X, Z) Y2 où G(X, Z)=3X4−(4+4t) ZX3+(4+4t2+2t) Z2X2−
(4t+4t2) Z3X+3t2Z4.
On dispose donc de la description suivante des points de Weierstrass; ce
sont d’une part les zéros de f, que l’on note P0, P1, Pt, le point à l’infini P.
et d’autre part les points ayant pour abscisse les zéros de g, où g(x)=
G(x, 1)=3x4−4(1+t) x3+2(2t2+t+2) x2−4(t+1) tx+3t2.
En posant xŒ=x+t/x, trouver les racines de g revient à résoudre
g˜(xŒ)=3xŒ2−4(1+t) xŒ+4t2−4t+4=0.
Les racines de g˜ sont 23((1+t)±`−(2t−1)(t−2)).
Pour que −(2t−1)(t−2) soit un carré, on paramètre par t=




Résolvons d’abord x −1=x+t/x.




or −(u2+1)(u−1)2 est un carré pour u=2k/(k2−1), soit pour t=
2((1+k4)/(k4+6k2+1)).


























Les points de Weierstrass d’ordonnée non nulle sont donc les points de
coordonnées (xj, 1, yj, 1ia) avec a ¥ {0, 1, 2, 3}.
D’après les calculs, on voit tout de suite que pour t=1/2 ou t=2,
g˜ admet une racine double. D’autre part, pour t=−1, g(x) devient
3(x2+1)2, auquel cas les abscisses des points de Weierstrass sont ±i. Dans
ces trois cas (qui correspondent à la courbe de Fermat), il y a donc 12
points de Weierstrass. Un calcul direct montre que ce sont les seules valeurs
de t pour lesquelles g admet des racines doubles. Il y a donc, de manière
générale 20 points de Weierstrass.
Dans le cas général, les points d’ordonnée non nulle sont de poids 1, et
les points de Weierstrass d’ordonnée nulle sont de poids 2. Pour la courbe
de Fermat, tous les points de Weierstrass sont de poids 2.
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Pour que les points de Weierstrass soient définis sur un corps plus
petit, on effectue le changement de coordonnées (x, y)W (x(k4+6k2+1),








Notons Pm, n le point de Weierstrass de coordonnées affines (xm, yn in−1)
pour 1 [ m [ 4 et 1 [ n [ 4.
4. GÉOMÉTRIE DE LA COURBE ET DE LA JACOBIENNE
Nous déterminons le groupe des automorphismes de la courbe et la
structure de la jacobienne.
4.1. Automorphismes de C
Cette courbe admet de manière générale 16 automorphismes [7].
Lorsque t ¨ {−1, 2, 1/2, (1±i`3)/2}, le groupe des automorphismes est
engendré par: ˛[i]: (x, y)W (x, iy)s: (x, y)W 1 tx,`t yx 2






En effet, les automorphismes permutent les points de Weierstrass et
l’image d’un point de Weierstrass de poids 2 est un point de Weierstrass de
poids 2. Une quartique plane lisse est une courbe canonique, donc un
automorphisme peut être représenté par t(X, Y, Z)WM t(X, Y, Z) avec
M ¥ PGL(2). Le fait que C doit être préservée par cet automorphisme
entraıˆne des conditions sur les coefficients deM. Puis, comme les points P0,
P1, Pt et P. sont permutés par l’action de cet automorphisme, il y a 24 cas
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à considérer. Un calcul direct montre que seulement quatre de ces permu-
tations conviennent. D’autre part, comme les quatre points P0, P1, Pt et P.
sont fixés par l’action de O[i]P, chaque permutation correspond à quatre
automorphismes de la courbe. Cela entraıˆne qu’il y a en tout seize auto-
morphismes.
Remarque. Lorsque t=(1±i`3)/2, cette courbe admet 48 automor-
phismes. Lorsque t ¥ {−1, 2, 1/2}, elle en admet 96.
Dorénavant, nous considérerons la courbe CŒ d’équation y4=x(x−a)
(x−b), où a=2(1+k4) et b=k4+6k2+1.
Sur la courbe d’équation y4=x(x−a)(x−b), le groupe des automor-
phismes est engendré par˛[i]: (x, y)W (x, iy)s: (x, y)W 1abx ,`ab yx 2






4.2. Structure de la jacobienne de CŒ
Le quotient de CŒ par le groupe engendré par l’un des automorphisme
[i]2=[−1], s ou y est une courbe elliptique. Nous les noterons E1=
CŒ/O[i]P, E2=CŒ/OsP et E3=CŒ/OyP.
Proposition 4.1. La jacobienne est isogène au produit des trois courbes
elliptiques E1×E2×E3. De plus, les Ei sont les courbes elliptiques d’équations
respectives: E1 : y2=x(x−a)(x−b), E2 : y2=x3+16(a+b+2`ab) x, E3 : y2
=x3+16(a−2b−2`b`b−a) x.
Démonstration. Comme nous allons le voir par la suite (au para-
graphe 6), les courbes Ei sont birationnelles aux courbes Di définies comme
suit:
La courbe D1 est la courbe E1.
La courbe D2 a pour équation v2=−(4b+4a+8`ab) u4+1.
La courbe D3 a pour équation v2=(−4a+8`b`b−a+8b) u4+1.
Notons ji les morphismes de CŒ dans Di (donnés explicitement au para-
graphe 6).





jg3 (w3) sont des formes différentielles sur CŒ qui sont indépendantes.
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Une forme différentielle sur D2 est w2=du/v et donc
jg2 (w2)=d 1 y
x+`ab







Une forme différentielle sur D3 est w3=du/v et donc
jg3 (w3)=

















on vérifie que la matrice des jgi (wi) a un déterminant non nul. L
5. ETUDE GÉOMÉTRIQUE DES POINTS DE WEIERSTRASS
Prenons P. comme base du plongement dans la jacobienne. Soient P1,
P2, P3, P4 les quatre points d’intersection d’une droite D de P2(Qb) avec C.
On a alors j(C.D)=[P1+P2+P3+P4−4P.]. Par la suite, on identifiera
un point de C avec son image par j et donc, si quatre points de C sont
alignés, on dira que leur somme est nulle et on notera cela P1+P2+P3+
P4=0.
Si L est une forme linéaire, notons div(L) le diviseur de L. On a





En effet, le quatrième point d’intersection de la tangente en P0 (resp. Pa,
resp. Pb) avec la courbe est P0 (resp. Pa, resp. Pb).
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Notation. Rappelons que par abus de notation, on identifie un point de
Weierstrass et son image dans la jacobienne.
On a donc déjà certaines relations entre ces points de Weierstrass, à
savoir
• Pm, 1+Pm, 2+Pm, 3+Pm, 4=0 pour 1 [ m [ 4
• P0+Pa+Pb=0
• 4P0=4Pa=4Pb=0.
5.1. Image par le premier automorphisme
Nous avons une application de CŒ vers la courbe elliptique E1 d’équation
affine u2=v(v−a)(v−b), donnée par (x, y)Wj1 (x, y2). Notons Qm, n
l’image du point de Weierstrass Pm, n par j1, notons Qm l’image de Pm pour
m ¥ {0, a, b} et O l’élément neutre de la loi de groupe. Les points d’ordre 2
sont Q0, Qa, et Qb. Un calcul direct fournit alors les relations suivantes
entre ces points sur la courbe elliptique E1:
• Q1, 1+Q0=Q2, 1
• Q1, 1+Qb=Q4, 2
• Q1, 1+Qa=Q3, 2
• Qj, 1+Qj, 2=O
• Q0+Qa=Qb.
Tous les points s’obtiennent donc à partir de Q1, 1, de Q0 et de Qa.
Si D est le diviseur d’une fonction rationnelle f sur E1, alors f
g
1 (D) est le
diviseur d’une fonction rationnelle sur CŒ. Or on sait que sur une courbe
elliptique, D=; njPj est le diviseur d’une fonction si et seulement si
; nj=0 et ; [nj] Pj=O. En appliquant cela aux diviseurs Q1, 1+Q0−
Q2, 1−O, Q1, 1+Qb−Q4, 2−O, Q1, 1+Qa−Q3, 2−O, on obtient le résultat
suivant:
Lemme 5.1. Les relations suivantes sont vérifiées dans la jacobienne de C:
• P1, 1+P1, 3+P2, 2+P2, 4+2P0=0
• P1, 1+P1, 3+P3, 1+P3, 3+2Pa=0
• P1, 1+P1, 3+P4, 1+P4, 3+2Pb=0.
Remarque. Ce résultat aurait pu être obtenu de manière plus géomé-
trique. En effet, dans chacun des trois cas, on peut trouver une conique
passant par 2P. et les cinq autres points.
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La conique d’équation affine y2+(k2−2ik+1) x=2(k2+i)(k2−i)(k2−
2ik+1) intersecte CŒ en {P1, 1, P1, 3, P3, 1, P3, 3, Pa, P.}, et a multiplicité
d’intersection 2 en Pa et P..
La conique d’équation affine 2(i−k2) x+(−1+i) y2+2(k2−2ik+1)
(k2+2ik+1)(k2−i)=0 intersecte CŒ en {P1, 1, P1, 3, P4, 1, P4, 3, Pb, P.}, et a
multiplicité d’intersection 2 en Pb et P..
La conique d’équation affine i(k2−2k−1) x+y2=0 intersecte CŒ en
{P1, 1, P1, 3, P2, 2, P2, 4, P0, P.}, et a multiplicité d’intersection 2 en P0 et P..
Cela nous permet de voir que W est engendré par P1, 1, P1, 2, P1, 3, P2, 1,
P2, 2, P3, 1, P3, 2, P4, 1, P4, 2, P0 et Pa, les deux derniers points étant d’ordre 4.
On a donc prouvé que:
Proposition 5.2. W est un quotient de Z9×(Z/4Z)2.
En fait, plus précisément, nous avons obtenu une application :
Z9×(Z/4Z)2 `Yt WCt
(m1, ..., m9)(n1, n2) - m1P1, 1+m2P1, 2+m3P1, 3+m4P2, 1+m5P2, 2+m6P3, 1
+m7P3, 2+m8P4, 1+m9P4, 2+n1P0+n2P1
qui est surjective.
Nous allons montrer qu’en général, il n’y a pas d’autres relations entre
ces points, et donc, queW 5 Z9×(Z/4 Z)2.
6. ETUDE DES FACTEURS DE LA JACOBIENNE
6.1. Facteur E2
Considérons l’automorphisme s. En identifiant un point et son image
par s, on obtient une application de CŒ vers la courbe elliptique E2=
CŒ/OsP.
Proposition 6.1. Le morphisme f2 de degré 2 de CŒ vers la courbe ellip-
tique E2=CŒ/OsP peut être décrit par






en écrivant E2 sous la forme
y2=x3+16(3k4+6k2+3+2`2(1+k4)(k4+6k2+1)) x.
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Démonstration. Rappelons que l’automorphisme s est donné par
(x, y)W (ab/x,`ab y/x).








on a alors Y41=(X1+2`ab)2 (X1−a−b).
En remplaçant Y1 par Y2=Y1/(X1+2`ab), X1 devient solution d’un
polynoˆme de degré 2, à savoir
(X+2`ab)2 Y2 4−(X−a−b)=a2X2+a1X+a0.
En prenant le discriminant D en X, il vient que X2=(2a2X1+a1) satisfait
X22=D.
On a donc une application j2 de CŒ dans la courbe D2 d’équation
v2=−(4b+4a+8`ab) u4+1








Cette courbe elliptique est birationnelle à la courbe E2 d’équation
y2=x3+(16b+16a+32`ab) x
et le morphisme de CŒ vers E2 est donné par
f2 : (x, y)W 14 y2x , 8 y(x+`ab)x 2 .
En remplaçant a et b par leur valeur en fonction de k, on obtient le
résultat escompté. L
Nous pouvons décrire l’action de s sur les points de Weierstrass. On a
s(P1, 1)=P2, 4, s(P1, 2)=P2, 1, s(P1, 3)=P2, 2, s(P1, 4)=P2, 3, s(P3, 1)=P4, 2,
s(P3, 2)=P4, 3, s(P3, 3)=P4, 4, s(P3, 4)=P4, 1. D’autre part s(P0)=P. et
s(Pa)=Pb.
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Nous noterons Qm, n l’image du point Pm, n sur la courbe elliptique E2.
Ainsi, nous avons les points Q1, 1, Q1, 2, Q1, 3=−Q1, 1, Q1, 4=−Q1, 2, Q3, 1,
Q3, 2, Q3, 3=−Q3, 1, Q3, 4=−Q3, 2, Q0 et O, l’élément neutre de la loi de
groupe.
Remarque. Si f2(x, y) est le point de coordonnées (x0, y0) sur la
courbe elliptique E2, f2(x, −y) est son inverse pour la loi de groupe et
f2(x, iy) est le point de coordonnées (−x0, iy0), donc dès lors que l’image
d’un point est définie sur un corps de nombres K contenant i, les images
des autres points de Weierstrass de même abscisse sont définies sur le même
corps de nombres K.
La courbe elliptique E2 est isomorphe par k: (x, y)W (xy21, yy31) à la
courbe elliptique E −2 d’équation y
2=x3+16((1−i)(k2−i)(k2−2ik+1)
(k2−2k−1))2 (3k4+6k2+3+2`2(1+k4)(k4+6k2+1)) x.
Les images par k p f2 des points de Weierstrass sont définies sur
K=Q(i,`2(1+k4)(−k4+6k2−1),`2(1+k4)(k4+6k2+1)).
Par abus de notation, nous noterons encore Q1, 1=k p f2(x1, y1), Q1, 2=
k p f2(x1, iy1), Q3, 1=k p f2(x2, y2), Q3, 2=k p f2(x2, iy2) les images des
points de Weierstrass sur la courbe elliptique E −2.
6.2. Facteur E3
Considérons l’automorphisme y. En identifiant un point et son image par
y, on obtient une application de CŒ vers la courbe elliptique E3=CŒ/OyP.
Proposition 6.2. Le morphisme f3 de degré 2 de CŒ vers la courbe ellip-
tique E3=CŒ/OyP peut être décrit par






en écrivant E3 sous la forme
y2=x3−16(12k2+2`(k4+6k2+1)(−k4+6k2−1)) x.
















on a alors Y41=(X1−2b−2`b`b−a )2 (X1−a).
En remplaçant Y1 par Y2=Y1/(X1−2b−2`b`b−a), X1 devient racine
d’un polynoˆme de degré 2, à savoir
(X−2b−2`b`b−a)2 Y42−(X−a)=a2X2+a1X+a0.
En prenant le discriminant D en X, il vient que X2=(2a2X1+a1) satisfait
X22=D.
On a donc une application j3 de CŒ vers la courbe elliptiqueD3 d’équation
v2=(−4a+8`b`b−a+8b) u4+1









Cette courbe elliptique est birationnelle à la courbe E3 d’équation
y2=x3+16(a−2b−2`b`b−a) x
et le morphisme de CŒ vers E3 est donné par
f3 : (x, y)W 14 y2x−b, 8 y(x−b−`b`b−a)x−b 2 .
En remplaçant a et b par leur valeur en fonction de k, on obtient le
résultat escompté. L
L’action de y sur les points de Weierstrass est donnée par: y(P1, 1)=P4, 3,
y(P1, 2)=P4, 4, y(P1, 3)=P4, 1, y(P1, 4)=P4, 2, y(P2, 1)=P3, 1, y(P2, 2)=P3, 2,
y(P2, 3)=P3, 3, y(P2, 4)=P3, 4. D’autre part y(Pb)=P. et y(Pa)=P0.
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Nous noterons Qm, n l’image du point Pm, n sur la courbe elliptique E3.
Ainsi, nous avons les points Q1, 1, Q1, 2, Q1, 3=−Q1, 1, Q1, 4=−Q1, 2, Q2, 1,
Q2, 2, Q2, 3=−Q2, 1, Q2, 4=−Q2, 2, Q0 et O, l’élément neutre de la loi de
groupe.
Remarque. Si f3(x, y) est le point de coordonnées (x0, y0) sur la courbe
elliptique E3, f3(x, −y) est son inverse pour la loi de groupe et f3(x, iy) est
le point de coordonnées (−x0, iy0), donc dès lors que l’image d’un point est
définie sur un corps de nombres K contenant i, les images des autres points
de Weierstrass de même abscisse sont définies sur le même corps de
nombres K.
La courbe elliptique E3 est isomorphe par k: (x, y)W (xy21, yy31) à la
courbe elliptique E −3 d’équation y
2=x3−16((1−i)(k2−i)(k2−2ik+1)
(k2−2k−1))2 (12k2+2`(k4+6k2+1)(−k4+6k2−1)) x.
Les images par k p f3 des points de Weierstrass sont alors définies sur
K=Q(i,`(k4+6k2+1)(−k4+6k2−1),`2(1+k4)(k4+6k2+1)).
Par abus de notation, nous noterons encore Q1, 1=k p f3(x1, y1), Q2, 1=
k p f3(x2, y2), Q1, 2=k p f3(x1, iy1), Q2, 2=k p f3(x2, iy2) les images des
points de Weierstrass d’abscisse non nulle sur la courbe elliptique E −3.
7. SPÉCIALISATION EN k=14
Nous allons montrer que pour certaines valeurs de t, les relations obte-
nues entre les points de Weierstrass au paragraphe 5 sont les seules qui
existent, plus précisément, nous allons montrer le résultat suivant:
Proposition 7.1. Pour t0=76834/39593, le groupe engendré par les
points de Weierstrass estWCt0=Z
9×(Z/4Z)2.
Cette valeur de t0 correspond à k=14 et t0=2((1+k4)/(k4+6k2
+1)). Le corps de définition des points de Weierstrass est Q(i,
`5494133 + 7392923i, `5494133 − 7392923i, `9796613 + 7436827i,
`9796613 − 7436827i). Nous obtenons immédiatement le corollaire
suivant:
Corollaire 7.2. SoitWCg le groupe engendré par les points deWeierstrass
de la courbe générique, on aWCg 5 Z
9×(Z/4Z)2.
Démonstration. Comme WCg est un quotient de Z
9×(Z/4Z)2 (d’après
la proposition 5.2), et comme WCt0 est un quotient de WCg (d’après la
proposition 7.1), on en déduit queWCg 5 Z
9×(Z/4Z)2. L
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Pour effectuer tous les calculs, nous avons utilisé maple d’une part, et
gp-pari d’autre part.
Pour montrer que l’application Yt0 est injective, nous allons regarder les
images des points sur chacun des facteurs de la jacobienne. Les informations
que nous en tirerons nous permettront de conclure.
Nous voulons montrer que certains points de l’une des courbes ellip-
tiques E1, E2 ou E3 (qui correspondent aux images de points de Weierstrass)
sont Z-indépendants. Pour ce faire, nous allons regarder les images de ces
points lorsque l’on réduit modulo p pour une place p de K au dessus de p
totalement décomposé dans K. Plus précisément, nous allons utiliser le
lemme suivant suggéré par Jean-François Mestre:
Lemme 7.3. Soient P1, ..., Pr des points K-rationnels sur une variété
abélienne A tels qu’il existe des premiers de K de bonne réduction p1, ..., pr
et un nombre premier l tels que
— Les P2i sont d’ordre l modulo pj.
— Il existe ai, j tels que P2j=ai, jP21 mod pi et que la matrice formée par
les ai, j a un déterminant non nul modulo l.
— A[l](K)={O}.
alors, les points P1, ..., Pr sont Z-indépendants.
Démonstration. En effet, supposons que l’on ait une relation entre ces
points m1P1+...+mrPr=0 que l’on choisit minimale, à savoir que si h ] 1
divise tous les mi, le point (m1/h) P1+...+(mr/h) Pr est un point non-nul
de la variété abélienne. Lorsqu’on réduit modulo pi, cette relation devient,
compte-tenu des hypothèses, (m1ai, 1+...+mrai, r) P21=0. Comme P21 est
d’ordre l, on a donc m1ai, 1+...+mrai, r — 0 mod l. La non-nullité du
déterminant modulo l entraıˆne que les mi sont des multiples de l et donc,
qu’il existe un point K-rationnel d’ordre l, ce qui est exclu. L
7.1. Sur la courbe elliptique E1
Lorsqu’on spécialise en k=14, les points ont pour coordonnées Q1, 1
=(44269+32899i, 5494133−7392923i), Q2, 1=(44269−32899i, 5494133+
7392923i), Q3, 1=(33349−43931i, 9796613+7436827i) et Q4, 1=(33349+
43931i, 9796613−7436827i).
Comme 5, 13 et 37 sont totalement décomposés dans Q(i), on peut
calculer #E21(F5)=8, #E21(F13)=8 et #E21(F37)=28. Ainsi, #E1(Q(i))tors est
de cardinal 4 ou 8. Cela montre que Q1, 1 est d’ordre infini (car on vérifie
aisément qu’il n’est ni d’ordre 2, ni d’ordre 4).
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7.2. Sur la courbe elliptique E2
Nous effectuons tous les calculs sur la courbe elliptique E −2, courbe
pour laquelle le corps de définition des images des points de Weierstrass est
plus petit. Lorsqu’on spécialise en k=14, la courbe elliptique E −2 a
pour équation y2=x3+(−24469813062240−81235404441518i)(1862832+
544`10526258) x et les points ont pour coordonnées Q1, 1=(−4938472564
−3670080844i, (−2151282717480−1169457388952i)(458813+454155i+197
`10526258+28i`10526258)/2329) et Q3, 1=(6594487316+4900766636i,
(1945758190216 − 586103306880i) `2861374994 (458813 − 454155i+197
`10526258+28i`10526258)/89473193).
En utilisant la remarque au paragraphe 6.1, nous obtenons les coordon-
nées des points Q1, 2 et Q3, 2. Les points Q1, 1, Q1, 2, Q3, 1 et Q3, 2 sont définis
sur le corps de nombres K=Q(i,`10526258,`2861374994).
Lemme 7.4. Sur la courbe elliptique E −2, les points Q1, 1, Q1, 2, Q3, 1 et Q3, 2
sont d’ordre infini et Z-indépendants.
Démonstration. Comme 97 et 157 sont totalement décomposés dans K,
et comme #E2 −2(F97)=2.53 et #E2
−
2(F157)=2.73, cela permet de conclure que
le seul point K-rationnel d’ordre fini est le point (0, 0).
Les points Q1, 1, Q1, 2, Q3, 1 et Q3, 2 sont donc d’ordre infini. Nous voulons
montrer qu’ils sont Z-indépendants. Pour ce faire, nous allons appliquer le
lemme 7.3 avec A=E −2, P1=1300Q1, 1, P2=1300Q1, 2, P3=1300Q3, 1, P4=
1300Q3, 2, K=Q(i,`10526258,`2861374994), pi des places de K au
dessus de 1237, 1549, 3061 et de 3109 et enfin avec l=61.
p=1237
Choisissons 546 comme racine carrée de −1 modulo 1237, 1212 comme
racine carrée de 10526258 modulo 1237 et 385 comme racine carrée de
2861374994 modulo 1237.
La courbe elliptique réduite E2Œ2 a pour équation y2=x3+226x. On a
#E2 −2(F1237)=2
2.5.61 et les points satisfont:
Q2 −1, 1=1300Q2 1, 1=(738, 1092) est d’ordre 61,
Q2 −1, 2=1300Q2 1, 2=(499, 1235)=50Q2
−
1, 1,
Q2 −3, 1=1300Q2 3, 1=(79, 555)=39Q2
−
1, 1,




Choisissons 88 comme racine carrée de −1 modulo 1549, 809 comme
racine carrée de 10526258 modulo 1549 et 1319 comme racine carrée de
2861374994 modulo 1549.
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La courbe elliptique réduite E2Œ2 a pour équation y2=x3+82x. On a
#E2 −2(F1549)=2.13.61 et les points satisfont:
Q2 −1, 1=1300Q2 1, 1=(417, 1300) est d’ordre 61,
Q2 −1, 2=1300Q2 1, 2=(1132, 1323)=11Q2
−
1, 1,
Q2 −3, 1=1300Q2 3, 1=(240, 580)=44Q2
−
1, 1,




Choisissons 2560 comme racine carrée de −1 modulo 3061, 1074 comme
racine carrée de 10526258 modulo 3061 et 408 comme racine carrée de
2861374994 modulo 3061.
La courbe elliptique réduite E2Œ2 a pour équation y2=x3+1800x. On a
#E2 −2(F3061)=2.5
2.61. Et donc on a:
Q2 −1, 1=1300Q2 1, 1=(2415, 2612) est d’ordre 61,
Q2 −1, 2=1300Q2 1, 2=(646, 1496)=50Q2
−
1, 1,
Q2 −3, 1=1300Q2 3, 1=(140, 92)=47Q2
−
1, 1,




Choisissons 727 comme racine carrée de −1 modulo 3109, 2910 comme
racine carrée de 10526258 modulo 3109 et 1350 comme racine carrée de
2861374994 modulo 3109.
La courbe elliptique réduite E2Œ2 a pour équation y2=x3+2134x. On a
#E2 −2(F3109)=2.5
2.61. Et donc on a:
Q2 −1, 1=1300Q2 1, 1=(2600, 1278) est d’ordre 61,
Q2 −1, 2=1300Q2 1, 2=(509, 2624)=11Q2
−
1, 1,
Q2 −3, 1=1300Q2 3, 1=(2734, 2317)=29Q2
−
1, 1,




R1 50 39 591 11 44 57
1 50 47 32
1 11 29 14
S
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a pour déterminant 3.7.13.107, qui est non nul modulo 61. Comme le seul
point d’ordre fini de E −2 est (0, 0), on conclut que les points Q1, 1, Q1, 2, Q3, 1
et Q3, 2 sont des points Z-indépendants de E2
−
2. L
7.3. Sur la courbe elliptique E3
Nous effectuons tous les calculs sur la courbe elliptique E −3, courbe
pour laquelle le corps de définition des images des points de Weierstrass est
plus petit. Lorsqu’on spécialise en k=14, la courbe elliptique E −3 a pour
équation y2=x3+(− 24469813062240− 81235404441518i)(− 37632− 544i
`5102017) x et les points ont pour coordonnées Q1, 1=(−10095856744+
1540199584i, (3891516380432−1172206613760i)(−388943i+197i`5102017
−28`5102017)/2329) et Q2, 1=(1437103136+10111047064i,`10526258
(−59143384−43953064i)(388943i+197i`5102017+28`5102017)/137).
En utilisant la remarque au paragraphe 6.2, nous obtenons les coordon-
nées des points Q1, 2 et Q2, 2. Les points Q1, 1, Q1, 2, Q2, 1 et Q2, 2 sont définis
sur le corps K=Q(i,`10526258,`5102017).
Remarque. Nous obtenons le même corps qu’au paragraphe précédent.
De plus, les deux courbes elliptiques E −2 et E
−
3 sont K-isomorphes.
Lemme 7.5. Sur la courbe elliptique E −3, les points Q1, 1, Q1, 2, Q2, 1 et Q2, 2
sont d’ordre infini et Z-indépendants.
Démonstration. Comme 97 et 157 sont totalement décomposés dans K,
et comme #E2 −3(F97)=2.53 et #E2
−
3(F157)=2.73, cela permet de conclure que
le seul point K-rationnel d’ordre fini est le point (0, 0). Les points Q1, 1,
Q1, 2, Q2, 1 et Q2, 2 sont donc d’ordre infini. Nous allons montrer que ces
quatre points sont Z-indépendants. Pour ce faire, nous allons regarder les
images de ces points lorsque l’on réduit modulo p pour une place p de K au
dessus de p totalement décomposé dans K.
Nous allons appliquer le lemme 7.3 avec A=E −3, P1=1300Q1, 1, P2=
1300Q1, 2, P3=1300Q2, 1, P4=1300Q2, 2, K=Q(i,`10526258,`5102017),
pi des places de K au dessus de 1237, 1549, 3061 et de 3109 et enfin avec
l=61.
p=1237
Choisissons 546 comme racine carrée de −1 modulo 1237, 1212 comme
racine carrée de 10526258 modulo 1237 et 859 comme racine carrée de
5102017 modulo 1237.
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La courbe elliptique réduite E2 −3 a pour équation y
2=x3+1172x. On a
#E2 −3(F1237)=2
2.5.61 et les points satisfont:
Q2 −1, 1=1300Q2 1, 1=(986, 1030) est d’ordre 61,
Q2 −1, 2=1300Q2 1, 2=(251, 782)=50Q2
−
1, 1,
Q2 −2, 1=1300Q2 2, 1=(750, 869)=37Q2
−
1, 1,




Choisissons 88 comme racine carrée de −1 modulo 1549, 809 comme
racine carrée de 10526258 modulo 1549 et 1152 comme racine carrée de
5102017 modulo 1549.
La courbe elliptique réduite E2Œ3 a pour équation y2=x3+1152x. On a
#E2 −3(F1549)=2.13.61. Et donc on a:
Q2 −1, 1=1300Q2 1, 1=(729, 177) est d’ordre 61,
Q2 −1, 2=1300Q2 1, 2=(820, 86)=11Q2
−
1, 1,
Q2 −2, 1=1300Q2 2, 1=(1164, 1484)=31Q2
−
1, 1,




Choisissons 2560 comme racine carrée de −1 modulo 3061, 1074 comme
racine carrée de 10526258 modulo 3061 et 1745 comme racine carrée de
5102017 modulo 3061.
La courbe elliptique réduite E2Œ3 a pour équation y2=x3+1580x. On a
#E2 −3(F3061)=2.5
2.61. Et donc on a:
Q2 −1, 1=1300Q2 1, 1=(2415, 783) est d’ordre 61,
Q2 −1, 2=1300Q2 1, 2=(646, 2586)=50Q2
−
1, 1,
Q2 −2, 1=1300Q2 2, 1=(2316, 1193)=6Q2
−
1, 1,




Choisissons 727 comme racine carrée de −1 modulo 3109, 2910 comme
racine carrée de 10526258 modulo 3109 et 961 comme racine carrée de
5102017 modulo 3109.
La courbe elliptique réduite E2Œ3 a pour équation y2=x3+1734x. On a
#E2 −3(F3109)=2.5
2.61 et les points satisfont:
Q2 −1, 1=1300Q2 1, 1=(853, 5) est d’ordre 61,
Q2 −1, 2=1300Q2 1, 2=(2256, 526)=11Q2
−
1, 1,
Q2 −2, 1=1300Q2 2, 1=(2515, 1481)=8Q2
−
1, 1,
Q2 −2, 2=1300Q2 2, 2=(594, 973)=27Q2
−
1, 1.
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La matrice
R1 50 37 201 11 31 36
1 50 6 56
1 11 8 27
S
a pour déterminant −34.13.41 qui est non nul modulo 61. Comme le seul
point d’ordre fini de E −3 est (0, 0), on conclut que les points Q1, 1, Q1, 2, Q2, 1
et Q2, 2 sont des points Z-indépendants de E2
−
3. L
Remarque. Notons P (2) un point de E −2 et P
(3) un point de E −3. Comme
les deux courbes E −2 et E
−
3 sont K-isomorphes, il est naturel de se demander





Q (3)2, 2 par cet isomorphisme; plus précisément, on peut se demander si les




3, 1 et Q
(2)
3, 2.
On peut montrer en réduisant modulo 6221, 6421, 12101 et 20333 et en
appliquant le lemme 7.3, que le groupe engendré par ces 8 points est de
rang 8, et donc E −2 est de rang au moins 8 sur K. En effet, l’isomorphisme t
de E −3 vers E
−








En appliquant le lemme 7.3 avec pi des premiers au dessus de 1237, 1549,











2, 1) et t(Q
(3)
2, 2) avec l=61, on obtient alors la matrice
suivante R1 50 39 59 41 37 53 271 11 44 57 16 54 8 271 50 47 32 55 5 25 301 11 29 14 60 50 53 34
1 50 21 13 43 15 48 21
1 11 30 25 35 19 46 18
1 11 31 36 43 46 19 26
1 50 42 26 22 2 29 47
S
qui a pour déterminant −22.32.52.13.29.59.3847, qui est non-nul modulo 61.
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7.4. Preuve de la proposition 7.1
Notons dorénavant pour 1 [ l [ 3P(l) un point de la courbe elliptique El.
Pour k=14, supposons que l’on ait une relation entre les points de
Weierstrass P1, 1, P1, 2, P1, 3, P2, 1, P2, 2, P3, 1, P3, 2, P4, 1 et P4, 2. Nous allons
montrer que c’est la relation triviale. Comme ces points sont tous d’ordre
infini, cela suffira pour montrer que le groupe engendré par ces neuf points,
P0 et Pa est Z9×(Z/4Z)2. Supposons donc que l’on ait m1P1, 1+m2P1, 2
+m3P1, 3+m4P2, 1+m5P2, 2+m6P3, 1+m7P3, 2+m8P4, 1+m9P4, 2=0 dans la
jacobienne. On regarde les images de cette relation sur les diverses courbes
elliptiques.




















O (1) avec des notations évidentes. Ce qui se traduit par (m1+m3−m2)












(1). Comme Q (1)1, 1 est d’ordre infini (d’après ce qu’on a vu au para-
graphe 7.1), cela entraıˆne que m1+m3−m2+m4−m5+m7−m6+m9−m8
=0 et que m4−m5+m9−m8 et m7−m6+m9−m8 sont pairs.




















O (2) avec des notations évidentes. Or d’après ce qu’on a vu, les points P1, j et
P2, j−1 ont même image par f2. De même, les points P3, j et P4, j+1 ont même










(2) sur la courbe elliptique E2. Comme on sait
que ces quatre points sont indépendants, on en déduit que les coefficients
satisfont les relations m1=m3+m5, m2=−m4, m6=−m9 et m7=m8.





















avec des notations évidentes. Or d’après ce qu’on a vu, les points P1, j et
P4, j+2 ont même image par f3. De même, les points P2, j et P3, j ont même










(3) sur la courbe elliptique E3. Comme on sait
que ces quatre points sont indépendants, on en déduit que les coefficients
satisfont les relations m1=m3+m8, m2=m9, m7=−m5 et m6=−m4.
Ces relations entraıˆnent d’une part que m2=m9=m6=m4=0, d’autre
part que m7=m8=m5=0 et finalement que m1=m3=0.
Cela permet de conclure que pour k=14, i.e. pour la courbe d’équation
y4=x(x− 76834)(x− 39593), le groupe engendré par les points de
Weierstrass est Z9×(Z/4Z)2.
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8. APPLICATIONS
8.1. Preuve du théorème 1.1
Pour déduire la structure de WCt dans le cas général, nous avons besoin
d’appliquer un théorème duˆ à Silverman.
Théorème 8.1 [12]. Soit AQ C une famille (plate) de variétés abéliennes
toutes définies sur un corps global K, où C est une courbe projective lisse.
En un point t ¥ C(K) pour lequel la fibre At est non singulière, on définit
l’application de spécialisation st : A(C)Q At(K), PW Pt.
Si A n’a pas de partie constante, alors l’ensemble {t ¥ C(K) | st n’est pas
injective} est un ensemble de hauteur bornée dans C(K).
En particulier, lorsque K est un corps de nombres et d \ 1 est un entier,
alors st est injective pour presque tout t ¥1[L : K] [ d C(L).
Nous allons appliquer ce théorème avec A=Jac(Ct), C=P1 (ici, para-
métrée par t). Nous devons donc vérifier qu’il n’y a pas de partie constante.
Notons Jt la jacobienne de Ct. Supposons que J/Q(t) ait une partie
constante A0, variété abélienne de dimension 1, 2 ou 3. Il existe alors un
morphisme de J/Q(t) dans A0, et donc un morphisme non constant
C/Q(t)Qft A0, où ft est défini sur Q(t). Soit S la surface algébrique définie
par cette famille de courbes. Elle est birationnelle à la surface
{(x, y, t) ¥A3 | y4−x(x−1)(x−t)=0}, et donc birationnelle à P2.
On a une application non constante S · · · Q A0. On en déduit une
application non constante P2 · · · Q A0, ce qui n’est pas possible.
Comme le groupe engendré par les points de Weierstrass de la fibre
générique WCg est isomorphe à Z
9×(Z/4Z)2 (d’après le corollaire 7.2), on
en déduit que pour presque tout t,WCt=Z
9×(Z/4Z)2.
8.2. Preuve du corollaire 1.2
Nous avons montré dans [2] le résultat suivant:
Théorème 8.2. Soit Cb la courbe projective lisse birationnelle à la courbe
affine y3=x(x−1)(x2−2bx+b) où b ¨ {0, 1, 1/2}. Pour tout corps de
nombres K, il existe un ensemble fini SK tel que si b ¥K0SK alors
WCb 5 Z
4×(Z/3Z)5. Par exemple, b=784/6859 n’appartient pas à SK.
Ce théorème et le théorème 1.1 entraıˆnent le corollaire 1.2, dont nous
rappelons l’énoncé:
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Corollaire 1.2. Soit une famille C de courbes lisses joignant une courbe
C0 de la famille y3=x(x−1)(x2−2bx+b) pour laquelle WC0=Z
4×
(Z/3Z)5 à une courbe C1 de la forme y4=x(x−1)(x−t) pour laquelle
WC1=Z
9×(Z/4Z)2. SoitWCg le groupe engendré par les points de Weierstrass
de la fibre générique, on a alorsWCg 5 Z
r avec 11 [ r [ 23.
Démonstration. En effet, la spécialisationWCg QWs étant injective sur la
partie de torsion, si WCg=Z
r×G, où G est un groupe fini, on a pour un s
correspondant à la courbe C1, G+ (Z/4Z)2, et pour un s correspondant à
la courbe C0 , G+ (Z/3Z)5. On en déduit donc qu’il n’y a pas de partie de
torsion. D’autre part, commeWCg Q Z9×(Z/4Z)2 est surjective (prop. 2.3),
on a r \ 11. L
8.3. Groupe engendré par les points d’hyper-inflexion
Soit C une courbe lisse de genre 3. Elle est soit hyperelliptique, soit son
diviseur canonique KC est très ample. Dans ce dernier cas, comme
a(KC)=3, nous disposons d’un plongement jKC de C dans P2. De plus,
comme deg(jKC )=deg(KC)=4, C est isomorphe à une quartique plane.
Rappelons que pour une quartique lisse possédant s points d’hyper-
inflexion et r points de Weierstrass ordinaires, on a r+2s=24. De plus, en
prenant un point d’hyper-inflexion comme base du plongement, nous
obtenons que W est un quotient de Z r×(Z/4Z) s−1; en effet, un point
d’hyper-inflexion définit un point d’ordre 4 dans la jacobienne (voir lemme
ci-dessous). Nous nous intéressons au groupe engendré par les points
d’hyper-inflexion.
Lemme 8.3. Si une quartique lisse C possède 2 (resp. 3) points d’hyper-
inflexion, ceux-ci engendrent un groupe isomorphe à Z/4Z (resp. (Z/4Z)2).
Démonstration. On prend un de ces points (que l’on note .) comme
base du plongement jacobien. Soit P un autre point d’hyper-inflexion. Si
LP (resp. L.) est la forme linéaire définissant la tangente à la courbe en P
(resp. .), on a alors div(LP/L.)=4(P)−4(.), ce qui traduit le fait que
l’ordre de j(P) divise 4. Il est exactement 4; en effet, s’il était égal à 2, il
existerait une fonction rationnelle de diviseur 2P−2. et donc une applica-
tion de degré 2 de C dans P1, ce qui entraıˆnerait que C est hyperelliptique.
Soit Q un troisième point d’hyper-inflexion. Il n’existe pas de relation de
la forme mP+nQ−(m+n).=div(f) avec 0 [ m, n [ 3, non tous les
deux nuls. En effet,
— si m=0 ou n=0, on est ramené au cas précédent, et on voit que
l’autre coefficient doit être nul.
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— si m=2 ou n=2, comme j(P) et j(Q) sont d’ordre 4, on a (par
exemple) 2j(P)=−nj(Q) et donc n ne peut être impair, i.e. m=n=2.
Nous avons donc 2P+2Q−4.=div(f), ce qui se traduit géométrique-
ment par l’existence d’une bitangente passant par P et Q, ce qui est impos-
sible.
— si m=n=1 (ou m=n=3), on a P+Q−2.=div(f) et donc il
existe une application de degré 2, f¯ : CQ P1, ce qui contredit le fait que C
n’est pas hyperelliptique. On obtient la même contradiction avec −P et
−Q.
— si m=1 et n=3, on a alors j(P)+3j(Q)=j(P)−j(Q)=0, ce qui
veut dire que P−Q est le diviseur d’une fonction rationnelle, i.e. C est
rationnelle, ce qui est exclu. L
Lemme 8.4. Soit une quartique lisse C possédant exactement 4 points
d’hyper-inflexion. Si 3 de ces points sont alignés, le quatrième point est aussi
un point d’hyper-inflexion et le groupe engendré par ces 4 points est (Z/4Z)2.
S’il n’existe pas de droite passant par 3 de ces points, le groupe engendré par
ces 4 points est (Z/4Z)3 ou (Z/4Z)2×(Z/2Z). Plus précisément, ce groupe
est (Z/4Z)2×(Z/2Z) si et seulement s’il existe une conique tangente à la
courbe en ces 4 points.
Démonstration. Si 3 points d’hyper-inflexion P, Q et R sont alignés, le
quatrième point d’intersection S de la droite qu’ils définissent avec C est
encore un point d’hyper-inflexion. En effet, en prenant comme base du
plongement un des 3 points alignés, disons R, on a une relation de la forme
j(P)+j(Q)+j(S)=0 avec j(P) et j(Q) d’ordre 4. Cela implique que j(S)
est aussi d’ordre 4 et donc, le quatrième point d’intersection de la courbe
avec la droite est donc un point d’hyper-inflexion. On en déduit que le
groupe qu’ils engendrent est (Z/4Z)2, d’après le lemme précédent.
Soient P, Q, R et . les 4 points d’hyper-inflexion. Supposons qu’il
n’existe pas de droite passant par 3 de ces points. On prend . comme base
du plongement. Choississons des coordonnées de sorte que . égale
(1 : 0 : 0) et que la tangente en . ait pour équation Z=0. Ainsi, L(3.) est
de dimension 2 et une base en est donnée par 1 et Y/Z.
Supposons que l’on ait une relation mj(P)+nj(Q)+lj(R)=0, avec
1 [ m, n, l [ 3.
— Si m=2, alors nj(Q)+lj(R) est un point de torsion d’ordre 2, or
(j(Q), j(R)) engendrent (Z/4Z)2, donc n=l=2. On a donc 2(j(P)+
j(Q)+j(R))=0. Et on ne peut avoir j(P)+j(Q)+j(R)=0 car les points
d’hyper-inflexion ne sont pas alignés. En effet, cela se traduit par l’existence
d’une fonction rationnelle dans L(3.) dont le diviseur des zéros serait
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P+Q+R, c’est-à-dire, d’après l’expression d’une base de L(3.), par
l’existence d’une droite passant par P, Q et R.
— si m=n=l=1 (ou m=n=l=3), on a j(P)+j(Q)+j(R)=0, ce
qui n’est pas possible car les points ne sont pas alignés.
— si m=n=1 et l=−1, on a P+Q−R−.=0, ce qui se traduit par
l’existence d’une application de degré 2 de C dans P1, et donc, la courbe
serait hyperelliptique.
La seule relation possible entre les images de ces points est donc
2(j(P)+j(Q)+j(R))=0, auquel cas, le groupe engendré par ces 4 points
est (Z/4Z)2×Z/2Z.
Cette relation 2(j(P)+j(Q)+j(R))=0 se traduit par 2P+2Q+2R−
6.=0, c’est-à-dire qu’il existe un diviseur effectif dans le système linéaire
associé à 6. dont les zéros sont P, Q et R , avec multiplicité 2. Cela revient
à l’existence d’une conique tangente aux 4 points P, Q, R et .. En effet,
L(6.) est de dimension 4, et une base de L(6.) est donnée par 1, X/Z,
Y/Z et Y2/Z2 et donc L(6.)={aXZ+bYZ+cZ2+dY2
Z2
| (a, b, c, d) ¥K4}. L
8.4. Groupe des points de Weierstrass d’une quartique générique
Nous nous intéressons dorénavant à la structure du groupe W engendré
par tous les points de Weierstrass. Comme nous choisissons un point de
Weierstrass comme base du plongement jacobien, nous avons la majoration
rangZ W [ 23. Si de plus, nous choisissons . parmi les points d’hyper-
inflexion, 4. est un diviseur canonique, et comme div(; w(P) P) est
linéairement équivalent à un multiple du diviseur canonique, nous avons
une première relation entre les points de Weierstrass, à savoir ; w(P) j(P)
=0. Plus précisément, si nous notons P1, ..., Pr les points de Weierstrass de
poids 1 et Q1, ..., Qs ceux de poids 2, nous obtenons ; Pi+2; Qj=0. Et
donc, lorsqu’il existe s points d’hyper-inflexion (s < 12), on a rangZ W [
24−2s−1. Lorsqu’il y a douze points d’hyper-inflexion, le rang est nul.
Notons Wg le groupe engendré par les points de Weierstrass d’une quar-
tique lisse générique possédant s points d’hyper-inflexion. En utilisant les
cas où la structure du groupe engendré par les points de Weierstrass est
déjà connue et en suivant le même procédé qu’au paragraphe 8.2, nous
pouvons donner une estimation plus fine deWg en fonction du nombre s de
points d’hyper-inflexion. Plus précisément, siM°3 est l’espace de modules de
courbes de genre 3 non-hyperelliptiques et si nous notons Zs={[C] ¥M°3,
C possède au moins s points d’hyper-inflexion} et Z°s={[C] ¥M°3,
C possède exactement s points d’hyper-inflexion}, nous disposons d’une
description explicite des composantes irréductibles de chacun des Zs [13];
en particulier, Z1 et Z2 sont irréductibles, Z°3 possède deux composantes
irréductibles et Z4 en possède cinq.
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On peut choisir une famille satisfaisant les hypothèses du corollaire 1.2 et
contenue dans Z1. D’autre part, la famille de courbes Ct est contenue dans
Z2. Les arguments de spécialisation, joints au lemme 8.3 entraıˆnent le
théorème suivant
Théorème 8.5.
— Pour une quartique lisse générique (sans point d’hyper-inflexion),
Wg=Z r avec 11 [ r [ 23.
— Pour une quartique lisse générique avec un point d’hyper-inflexion
(i.e. un point générique de Z1),Wg=Z r avec 11 [ r [ 21.
— Pour une quartique lisse générique avec 2 points d’hyper-inflexion
(i.e. un point générique de Z2), Wg=(Z/4Z)×W1 où 9 [ rangW1 [ 19 et
W1 est un quotient de Z19, dont le sous-groupe de torsion est contenu dans
(Z/4Z).
Remarque. Nous montrons dans [3] que pour la courbe d’équation
affine x4+y4+1+3(x2+y2+x2y2)=0, le groupe engendré par les points
de Weierstrass est (Z/4Z)5. Cette courbe est contenue dans chacune des
composantes irréductibles des Zs, pour 1 [ s [ 4 [13]. Nous en déduisons
que dans chaque cas, la partie de torsion deWg s’injecte dans (Z/4Z)5.
Considérons maintenant le cas d’une quartique avec trois points d’hyper-
inflexion. S’ils sont alignés, le quatrième point d’intersection de la droite
d’alignement avec la courbe est encore un point d’hyper-inflexion
(lemme 8.4). Nous nous intéressons donc au cas d’une quartique avec
exactement trois points d’hyper-inflexion. La remarque précédente, le
lemme 8.3 et la proposition 2.3 nous permettent d’énoncer le théorème
suivant
Théorème 8.6. Pour chacune des deux composantes irréductibles de Z°3,
le groupe engendré par les points de Weierstrass d’une quartique lisse géné-
rique est de la formeWg=(Z/4Z)2×W2 oùW2 est un quotient de Z17, dont le
sous-groupe de torsion est contenu dans (Z/4Z)3.
Considérons maintenant le cas de quatre points d’hyper-inflexion.
Lorsqu’ils sont alignés, le théorème 1.1 entraıˆne l’existence d’une sous-
famille avec W 5 Z9×(Z/4Z)2 et le lemme 8.4 entraıˆne que pour toute
courbe de la famille, W contient (Z/4Z)2. Lorsqu’ils ne sont pas alignés, la
remarque précédente, la proposition 2.3 et le lemme 8.4 entraıˆnent le
théorème suivant
Théorème 8.7. Pour les cinq composantes de Z4, nous avons les résultats
suivants
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— Le groupe Wg engendré par les points de Weierstrass d’une quartique
lisse générique possédant 4 points d’hyper-inflexion alignés est Z r×(Z/4Z)2
avec 9 [ r [ 15.
— Pour une quartique lisse générique avec 4 points d’hyper-inflexion
tels qu’il y ait une conique tangente à la courbe en ces 4 points, Wg est de la
forme Z r×Wtors avec (Z/4Z)2×Z/2Z …Wtors … (Z/4Z)5 et r [ 15.
— Pour les trois autres composantes, le groupe engendré par les points
de Weierstrass d’une quartique lisse générique avec 4 points d’hyper-inflexion
est de la formeWg=(Z/4Z)3×W4 oùW4 est un quotient de Z15, dont le sous-
groupe de torsion est contenu dans (Z/4Z)2.
9. APPENDICE: CAS OÙ t=−1
Dorénavant, nous supposerons que t=−1. La courbe C−1 est la courbe
de Fermat. Elle admet 96 automorphismes.
Nous montrons comment retrouver le résultat de Rohrlich [11], à savoir
queWC−1=(Z/4Z)
5×(Z/2Z)2.
Dans ce cas, il y a 12 points de Weierstrass, tous de poids 2. Lorsque
k=i, les coordonnées des points de Weierstrass deviennent, en posant
x1=i, y1=−`i−1, x3=−i et y3=−`i+1: Pm, n=(xm, ymin−1) pour
m ¥ {1, 3} et 1 [ n [ 4.
Les points de Weierstrass d’ordonnées 0 sont P0, P1, P−1 et P..
On vérifie aisément que le quatrième point d’intersection de la tangente
en chacun de ces points avec la courbe est lui-même. Cela entraıˆne que
nous avons déjà les relations suivantes dans la jacobienne de C−1 :
• P1, 1+P1, 2+P1, 3+P1, 4=0
• P3, 1+P3, 2+P3, 3+P3, 4=0
• P0+P1+P−1+P.=0
• 4P1, 1=4P1, 2=4P1, 3=4P1, 4=0
• 4P3, 1=4P3, 2=4P3, 3=4P3, 4=0
• 4P0=4P1=4P−1=4P.=0.
La jacobienne est isogène au produit de trois courbes elliptiques E1×
E2×E3.
9.1. Image sur la première courbe elliptique
La courbe elliptique E1 a pour équation y2=x(x−1)(x+1). On a un
morphisme de degré 2 f1 : (x, y)W (x, y2) de C dans E1. Notons Q1, 1=
f1(P1, 1)=f1(P1, 3), Q1, 2=f1(P1, 2)=f1(P1, 4), Q3, 1=f1(P3, 1)=f1(P3, 3),
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Q3, 2=f1(P3, 2)=f1(P3, 4), Q0=f1(P0), Q1=f1(P1), Q−1=f1(P−1) et O=
f1(P.), l’élément neutre de la loi de groupe.
Sur la courbe elliptique E1, les points d’ordre 2 sont Q0, Q1 et Q−1; on a
les relations suivantes entre les points: Q0=2Q1, 1, Q1, 2=−Q1, 1, 4Q1, 1=O,
Q3, 1=Q1, 1+Q1, Q3, 2=−Q1, 1+Q1.
Si D est le diviseur d’une fonction rationnelle f sur E1, alors f
g
1 (D) est le
diviseur d’une fonction rationnelle sur C. Or on sait que sur une courbe
elliptique, D=; njPj est le diviseur d’une fonction si et seulement si
; nj=0 et ; [nj] Pj=O.
Cela nous donne, comme nouvelles relations dans la jacobienne:
• P1, 1+P1, 3=P3, 1+P3, 3+2P1
• 2P1, 1+2P1, 3=2P0.
9.2. Image sur la deuxième courbe elliptique
Le deuxième automorphisme de la courbe s est donné par (x, y)W
(−1/x, iy/x).
La courbe elliptique E2 a pour équation y2=x3+32ix.
On a un morphisme de degré 2 de C dans E2 donné par f2 : (x, y)W
(4y2/x, 8y(x+i)/x). Notons Q1, 1=f2(P1, 1), Q1, 2=f2(P1, 2), Q1, 3=f2(P1, 3),
Q1, 4=f2(P1, 4), Q3, 1=f2(P3, 1)=f2(P3, 3), Q3, 2=f2(P3, 2)=f2(P3, 4), Q0=
f2(P1)=f2(P−1), et O=f2(P.)=f2(P0), l’élément neutre de la loi de groupe.
Sur la courbe elliptique E2, les points d’ordre 2 sont Q0, Q3, 1 et Q3, 2; on a
les relations suivantes entre les points: Q0=2Q1, 1, Q1, 3=−Q1, 1, 4Q1, 1=O,
Q3, 1+Q1, 1=Q1, 2, Q3, 1+2Q1, 1=Q3, 2, Q1, 4=−Q1, 2.
Si D est le diviseur d’une fonction rationnelle f sur E2, alors f
g
2 (D) est le
diviseur d’une fonction rationnelle sur C. Or on sait que sur une courbe
elliptique, D=; njPj est le diviseur d’une fonction si et seulement si
; nj=0 et ; [nj] Pj=O.
Cela nous donne, comme nouvelle relation dans la jacobienne:
• P3, 1+P3, 3+2P1, 1=2P1, 2+P0.
9.3. Image sur la troisième courbe elliptique
Le troisième automorphisme de la courbe y est donné par (x, y)W
((x+1)/(x−1),`2 y/(x−1)).
La courbe elliptique E3 a pour équation y2=x3+16(2`2−3) x. On a
unmorphisme de degré 2 f3 : (x, y)W (4y2/(x−1), 8(x−1+`2) y/(x−1))
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de C dans E3. Notons Q1, 1=f3(P1, 1)=f3(P3, 2) Q1, 3=f3(P1, 3)=f3(P3, 4),
Q3, 1=f3(P3, 1)=f3(P1, 4), Q3, 3=f3(P3, 3)=f3(P1, 2), Q0=f3(P0)=f3(P−1),
et O=f3(P.)=f3(P1), l’élément neutre de la loi de groupe. Sur la courbe
elliptique E3, les points d’ordre 2 sont Q0, Qa=(−4+4`2, 0) et Qb=(4−
4`2, 0); on a les relations suivantes entre les points: Qa=2Q1, 1=2Q1, 3,
Qb=2Q3, 1=2Q3, 3, 4Q1, 1=O, Q1, 3=−Q1, 1, Q3, 3=−Q3, 1, Qa+Qb=Q0=
2Q1, 1+2Q3, 1.
Si D est le diviseur d’une fonction rationnelle f sur E3, alors f
g
3 (D) est le
diviseur d’une fonction rationnelle sur C. Or on sait que sur une courbe
elliptique, D=; njPj est le diviseur d’une fonction si et seulement si
; nj=0 et ; [nj] Pj=O.
Cela nous donne, comme nouvelle relation dans la jacobienne:
• 2(P1, 1+P3, 2+P3, 1+P1, 4+P0+P−1)=0.
9.4. Conclusion
Les nouvelles relations entraıˆnent que
• P3, 3=P1, 1+P1, 3+2P1−P3, 1
• P1, 3=2P1, 2+2P1+P0+P1, 1
• 2(P1, 1+P1, 2+P3, 1+P3, 2+P0+P1)=0.
Le groupe W est engendré par P1, 1, P1, 2, P3, 1, P1, P0 et par P1, 1+P1, 2+
P3, 1+P3, 2+P0+P1 qui est d’ordre 2; on a donc que W est un quotient de
(Z/4Z)5×(Z/2Z).
Notons dorénavant pour 1 [ l [ 3P(l) un point de la courbe elliptique El.
Pour prouver que les relations que nous avons obtenues sont bien les seules
relations dans la jacobienne, supposons qu’il y en ait une autre, à savoir
aP1, 1+bP1, 2+cP3, 1+dP3, 2+eP0+fP1=0, et regardons l’image de cette
relation dans chacune des courbes elliptiques. Compte-tenu des relations
entre les points sur la première courbe elliptique E1 (obtenues au para-




Q (1)1, 1 est d’ordre 4, et Q
(1)
1 d’ordre 2, comme de plus, 2Q
(1)
1, 1 ] Q (1)1 , cela
entraıˆne que (a−b+c−d+2e) — 0 mod 4 et que (c+d+f) — 0 mod 2.
Compte-tenu des relations entre les points sur la deuxième courbe elliptique
E2 (obtenues au paragraphe 9.2), on obtient (a+b+2d+2f) Q
(2)
1, 1+
(b+c+d) Q (2)3, 1=O
(2). Comme Q (2)1, 1 est d’ordre 4, et Q
(2)
3, 1 d’ordre 2, comme
de plus, 2Q (2)1, 1 ] Q (2)3, 1, cela entraıˆne que (a+b+2d+2f) — 0 mod 4 et que
(b+c+d) — 0 mod 2. Compte-tenu des relations entre les points sur la
troisième courbe elliptique E3 (obtenues au paragraphe 9.3), on obtient
(a+d+2e) Q (3)1, 1+(c−b+2e) Q
(3)
3, 1=O
(3). Comme Q (3)1, 1 est d’ordre 4, et








3, 1 n’est d’ordre 2,
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cela entraıˆne que (a+d+2e) — 0 mod 4 et que (c−b+2e) — 0 mod 4. Cela




où les e sont dans {0, 1}.
Cela entraıˆne que a=b=d=c=2eŒ, que f=2e et que e=2eœ; la rela-
tion devient 2eŒ(P1, 1+P1, 2+P3, 1+P3, 2)+2eœP0+2eP1=0, or nous savons
que P1, 1+P1, 2+P3, 1+P3, 2+P0+P1 est un point d’ordre 2 de la jacobienne,
donc, cette relation peut s’écrire sous la forme 2(eœ+eŒ) P0+2(e+eŒ)
P1=0, ce qui est exclu. En effet, ni 2P0, ni 2P1, ni 2P0+2P1 ne sont nuls
dans J. Si l’on avait 2P0=0 dans la jacobienne, cela se traduirait par
l’existence d’un diviseur principal sur C, non nul div(g)=2P0−2P., et
donc d’un morphisme de degré 2, g¯: CQ P1, ce qui contredirait le fait que
C n’est pas hyperelliptique. D’autre part, dire que 2P0+2P1 est nul dans la
jacobienne revient à dire que 2P0+2P1−4P. ’ 0 et donc qu’il existe un
diviseur effectif dans le système linéaire associé à 4P. dont les zéros sont P0
et P1, avec multiplicité 2. Cela se traduit géométriquement par l’existence
d’une bitangente à la courbe passant par P0 et P1, ce qui n’est pas possible,
la tangente à C en chacun de ces points ayant multiplicité d’intersection 4
avec C.
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